L’EQUAZIONE DI SCHRÖDINGER
in una buca di potenziale infinita

L’equazionedi Schrödinger (stazionaria) è:
ψ(x)” = 2m [U(x)-E]ψ(x)







   h2


non bisogna lasciarsi spaventare da questa equazione; i suoi termini sono:

ψ(x) è la funzione d’onda, che ci dà la probabilità di trovare l’elettrone in un punto x

m è la massa dell’elettrone (quindi una costante)

h è la costante di Planck (6,63 x 10-34 J.s)
U(x) è la funzione che ci dà l’energia potenziale in ogni punto x

E è l’energia totale, che quindi è costante

Abbiamo quindi due funzioni e tre costanti. A seconda del tipo di funzione U(x) abbiamo tante equazioni di Schrödinger particolari. Se per esempio U(x) = 0 per ogni punto, l’equazione di Schrödinger diventa:

ψ(x)” = -2m Eψ(x)

                h2
un’equazione abbatanza facile da risolvere e che dà come risolutato ψ(x) in funzione dell’energia totale E
L’equazione di Schrödinger in una buca di potenziale infinito
Supponiamo che l’elettrone sia in una buca di potenziale che va da 0 ad a 

U(x) = ∞  
per x < 0  e  per x > a

U(x) = 0
per 0 < x < a

Che si può rappresentare con il seguente grafico:
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Questo è il grafico della funzione U(x) nel caso particolare in cui a = 5.

Ora dobbiamo trovare la funzione ψ(x) corrispondente a questo grafico di U(x).

1) per x < 0 e x > a ψ(x) = 0
2) per 0 < x < a l’equazione di Schrödinger diventa:

ψ(x)” = -2m Eψ(x)

    h2

perché U(x) = 0.

Per risolvere questa equazione supponiamo che la soluzione sia:

ψ(x) = A senkx + B coskx

e vediamo se questa soluzione “entra” nell’equazione 2

Dobbiamo prima di tutto calcolare le derivate prime e seconde:

ψ(x)’ = k A coskx - k B senkx

La derivata seconda è la derivata della derivata prima

Ψ(x)” = -k2 A senkx – k2 B coskx

Ora sostituiamo la derivata seconda e la funzione originale nell’equazione 2)

-k2 (A senkx + B coskx) = -2m E ( A senkx + B coskx)




          h2

Se semplifichiamo i seni e i coseni tra parentesi otteniamo
k2 = 2mE

          h2

Siccome E e k possono avere qualsiasi valore, questa relazione è sicuramente possibile, e abbiamo dimostrato che la somma di seni e coseni.

Dobbiamo ora trovare i valori di A, B e k

1) nel punto x = 0,   ψ(x) = 0

di conseguenza 
A sen k*0 + B cos k * 0 = 0
B = 0 

(dato che sen k*0 = sen (0) = 0, e cos k(0) = 1)

Quindi la costante B è nulla e la funzione d’onda diventa

ψ(x) = A senkx

2) nel punto a ψ(x) = 0
quindi 

ψ(a) = A senka = 0

quindi ka = π, 2π, 3π, 4π …… nπ
(questi sono tutti i valori per cui π si annulla)

di conseguenza k = nπ/a   in cui n = 1, 2, 3, …..

Le funzioni d’onda possibili sono

ψ(x) = A sen πx/a   , A sen 2πx/a   , A sen 3πx/a  , ……. , A sen nπx/a   
Vediamo a quanto corrisponde l’energia
k2 = 2mE


h2

E = k2 h2
        2m

siccome k = nπ/a

E = n2π2h2
        a2m2

In conclusione, per la funzione

ψ(x) = A sen πx/a   

Avremo un’energia totale dell’elettrone
E = π2h2
      a2m2
La funzione ha la forma del grafico di sotto e ci indica che la probabilità massima di trovare l’elettrone è in x = 2,5
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Per la funzione

Ψ(x) = A sen 2πx/a

Avremo l’energia totale (dell’elettrone)
E = 4π2h2
        a2h2
La funzione ha grafico come sotto, che ci dice che la probablità massima di trovare l’elettrone è in due punti.
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e così via.
Numeri quantici

La derivazione precedente, anche se non difficile, è un po’ lunga, e ci si potrebbe facilmente perdere. Questi risultati ci dicono però tre cose importantissime:

· l’energia totale E esiste per n  = 1 e n = 2, ma non esiste per n = 1,5 (per esempio); in altre parole l’energia totale esiste solo per valori discreti, ed è cioè quantizzata
· l’elettrone può esistere in qualsiasi punto della buca di potenziale, ma la probabilità è massima solo per alcuni punti
· sia l’energia totale E che la funzione d’onda ψ(x) dipendono in fondo solamente dal numero n, detto numero quantico; conoscendo i numeri quantici di un sistema quantistico si può calcolare tutto quello che serve sapere di un sistema; in chimica si evita solitamente di calcolare l’equazione di Schrödinger, e si prendono in considerazione solo i numero quantici.

Il caso di una buca di potenziale infinta è estremamente semplice (direte, e i casi complicati?). Per rappresentare l’attrazione del nucleo sull’elettrone, e rappresentare quindi l’atomo di idrogeno, sevre un potenziale U(x,y,z) inversamente proporzionale al quadrato della distanza e di forma sferica. Questo caso è molto più complicato, però quello che ci interessa sapere e da cui dipendono tutte le proprietà del sistema sono i tre numeri quantici n, l, m. La buca di potenziale infinita è un problema su una sola dimensione (x), ed è sufficiente il numero quantico n per specificare tutte le caratteristiche del problema. L’atomo di idrogeno è invece un problema tridimensionale (x,y,z), e servono tre numeri quantici per specificare il problema:

· il numero quantico principale n è del tutto analogo a quello della buca di potenziale, e ci dà i livelli di energia

· il numero quantico l ci dà la forma della funzione d’onda nello spazio (gli orbitali)

· il numero quantico magnetico m ci fornisce la direzione nello spazio tridimensionale della funzione d’onda.
